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Le but de ce projet est de modéliser I'apparitian fuillage des plantes capparaissent de
nombreuses structures spirales dans la nature, miéeaades especes tres différel Les programmes de
modélisation ont été réalisén langage (

A) Croissance des plantes avec un angle constientre les feuilleset une vitesse
réquliere.

Nous nous plagons au niveau de la partie de lagt@inapparaissent les nouvelles feuilles (af
Cellesei, apres étre apparues, s'éloignent de l'apexrggsiyement pendant que d'autres apparais
Nous avons d'abord réalisé un programme ermet de faire pousser un nombre N de feuilles awve
angle constant entre deux feuilles successivest Moenpris entre 0 et 1000, sachant que 1000 @#bra
un nombre trés grand devant le nombre de feuillepétales qu'une plante peut préserur une méme
tige dans la nature.

Dans ce programme les feuilles partent d'une puwsitiitiale centrale et avance d'un pas arbitrdéd 3
chaque étape, ainsi lai@me feuille aura dans la configuration finale sition (1 = n, psi = n® [2x]) en
coordonnées polaires @est I'angle fixe entre deux feuilles success

Apex

Nous lui avons fait réaliser des figures pour ttessangles entre 0 et 180° avec un pas de 2,5Ua
pouvoir avoir un panel des figures possiblemenentables

Nous partonslu principe que la croissance de la plante ternbai p étre optimale, c'e-a-dire a occuper
au mieux l'espace qui lui est accessible de teltee que chaque feuille puisse recevoir le maxir
d'ensoleillement sans étre génée par ses Vvoi

Pour des angles «réguliersccomme 15, 30, 45, 60, 9080 degrés on observe une figure
semble peu correspondre a ce que I'on trouve daraure, en effet, avec de tels angles on retambeut
de quelques itérations seulement sur la positiactaXine feuille précédente. Il en résulte que I'occupe
de I'espace n'est pas optimale, beaucoup de fesdi& proches alors qu'il existe de grandes zimggle.
En revanche pour des angles qui ne sont pas wimfrgimple de 360 on observe des <tures spirales de
portée plus ou moins longue (on constate en péigiquour certains angles l'apparition d'une sticete
type étoilée ou d'une autre spirale au dela dpitals centrale
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Figures observées pour 1000 feuilles avec un adgle€2,** (a gauche) et de 75° (a droite),
remarque en particulier la structure réguliére quparait a--dela de la spirale centrale a 5 branct 1
pour 75°



Pour I'angle de 137,5° (qui est un angle obserp&mxentalement chez certaines plantesparticulier
pour la fleur de tournesol ou l'arabidopsis thaliganuvent utilisée par les biologistes) on consjateles
feuilles semblent tres réparties méme lorsqu'sthes en grand nombre. L'espace semble ainsi atneelex
occupé (les feuilles é&tales plus éloignées les unes des autres). L'dmeonent est minimal, On const:
€également que pour un angle trés voisin, commei3/38° la figue observée est tres différel

Ci-dessous la figure observée pour 1000 feuilles ameangle de 15,5° :
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B) Croissance des plantes avec des feuilles gausaies apparaissant a vitess
constante.

1) Principe de la modélisation

Dans cette partie nous présentons la modélisd’'uneplante aux caractéristiques suivantes :
tige principale pousseerticalemenavec une vitesse V, a son somrfagiex) peut apparaitre a interve
régulier une nouvelle feuill@ui pousse elle hizontalement)On considere que la feuilleparaitra la ou
I'encombrement déux feuilles préexistantes est minimum. La tigag@pale poussant, on considere
seules les n dernieres feuilles a étre apparuemtoétre prisent en compte pour lI'encrement, les
précédentes étant trop éloignées de lI'apex paiedttombrantes



On définit donc des paramétres caractéristidu probléme :
— n=le nombre de feuilles prises en compte pour detar I'encombrement (qui rend compte
la vitesse a laquie pousse la tige principa.
- p=lintervalle entre I'apparition de deux feui.
- a=lalargeurd'une feuill.
On va se placer au niveau de l'apex, représenténpaarcle sur lequel peut apparaitre les nouvidlaies
dont la position est repér@ar un angl®.

On peut remarquer que llargeu de la feuille n‘a dimportance que relativemenpétimetre de
I'apex. Le parametre le plus approprié n'est dasxclalargeurde la feuille, mais sa largeur rapportée
périmetre de I'apex. Dans la suite, nous consideteoujours un apex de rayon 1, soit de périmeZn
fixé : nous pourrons ainsi comparer plusieurs raggdargeur de la feuille/périmétre de I'aj

2) Modélisation de I'encombrement d’une feuille

Pour modéliser l'encombrement, on se place sumtarvalle [0 ; zr] représentant le périmétre
l'apex. On met « a platl'apex. Chaque feuille génére un poterVg(x) de forme gaussienne autour de
position® (la signification de r sera donnée plus loi
Si l'on prenait simplement une gaussienne centrd pourV g (x), I'encombrement sur [0 n] n'aurait pas
la forme souhaitée (sauf pour ).

La constration du potentiel tel qu'on le voudrait est lavamite : on garde les valeurs de la gaussi
Vor(X) sur P-n ; 0+x], qu'on reporte sur [0 ;] tel que schématisé ci-dessous :
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figure 1 : forme voulue du potentiel d'encombrentume feuille placée « 6

Pour obtenir un encombrement de la forme de lardigle droite sur la figure 1, on va considéret
potentiels suivants sur [0 zR pour une feuille pleée erb :

. 1 —(v—_PA\2 1 (O 2
Sifg<m: VHT(X):T_ZQ (x—6) /a+r_ze (x—6-2m)*/a
Sio>n:  Vor(x) = riz e~ (x=0)%/a 4 riz o~ (x-0+2m)?%/a

i0=m: _ 1 ,-(x-6)?/a
Sio=mn: Vg, (x) = e

Le parametre va dépendre de I'éloignement de la feuille &kapplus lifeuille est loin de I'apex, ps r est
grand et donc moins la feuille est encombra
Par exemple : Poua feuille apparue en dern, on aura r =g

Pour la euille apparue en ave-dernier on aura : r = o p.

Pourla feuille apparue a I'étape d’av on aura : r = g+ 2p.

Et ainsi de suite.



Pour placer une nouvelle feuille alors gu'il exidéga N feuilles sur la tige : on prend en comese |
n dernieres feuilles si N> n, ou les N derniérelliesisi N < n. Chaque feuille prise en compte gén

potentiel Vg, différent ou 6 est sa position et r dépend de son ordre d'ajpartel que décrit
précédemment. Grace a un algorithme de minimisatiocherche la position x appartenant afp;2elle
que V(x) la somme des potentiels pris en compteesinale, c'est a dire la position ou I'encombrenest
minimal. Le x trouvé est alors la position de lauwnelle feuille (c’est-a-dire la valeur depour son
potentiel). Algorithmiqguement nous sommes confrerdgé@ probléme de la minimisation. Minimiser une
fonction f quelconque (i.e. dont on ne connait [@asgérivée) n'est pas évident en C et la plupast de
algorithmes existants nécessitent de donner urdezrtant [a;b] du minimum ainsi qu’un pointc[a;b]

tel que f(a) > f(c) et f(b) > f(c). Pour tenter dgmeédier nous avons créé un tableau dans lequtekttes
positionsd des gaussiennes placées dans le passé étaieigardmémoire. Ce tableau était trié a chaque
étape et nous cherchions les minima possibles tgreouples dé successifs (puisque si un minimum
existe il se trouve a priori quelque part entrexd@axima successifs) pour ensuite les comparensit ize
garder que le minimum global.

3) Résultats.

Nous avons donc utilisé ce modeéle pour simuler migmément la croissance de notre plante et voir
I'influence des trois parametres sur les résuttiatsnus.
Il est & noter que, si les potentiels générésgsafieluilles sont trop larges ou que trop sontgrisompte, la
somme V(x) des potentiels pris en compte ne présans de minimum tres net, ou en tout cas V(x) est
élevé pour tout x appartenant a [€];2Nous avons alors considéré que lI'encombremaeitt tébp grand
pour qu'une nouvelle feuille puisse apparaitrerélprogramme, si ce cas se présente, considere donc
gu'aucune nouvelle feuille n'apparait et considérplement que la tige principale a continué despeu

Un premier résultat est donc que si a (pour ndgrmés) ou le nombre n de feuilles prises en copmie
(a et p donnés) est trop grand ou que p (pounalenhnés) est trop petit, I'encombrement est trapdyet
aucune feuille ne peut pousser. Les figures que abtenons ne présentent donc quasiment aucutie feui

D'une maniere similaire, si a est tres petit (pa@mgple a = 0,001) devant le nombre de feuilles
prises en compte n (par exemple 50), notre progemaous donne tres vite qu'il ne trouve jamais de
minimum ou placer une nouvelle feuille. Cela esaddait que, trop piquées, nos gaussiennes ldidssn
intervalles sur [0;2] ou V(x) est quasi nulle. L'algorithme de minintisa n'arrive donc pas a trouver de
minimum. Physiquement ceci correspond au cas ofelédes sont trop petites pour se géner les lawes
autres et que la tige principale pousse trop \ote pu'elles soient suffisamment nombreuses pogéser.

Les figures représentent les extrémités des feuilltnt les coordonnées polaires sof) (Qrsque 1000
sont apparues. Elle représente donc une vue dwsleds la plante, la tige principale poussant
verticalement.

Si I'on définit un a et un p donnés, on voit quesph est élevé, plus on se rapproche d'une steuctur
réguliere proche de celle obtenue avec un anglstaonhde 137,5°.

Ci-dessous, les résultats obtenus avec p = 20Q.8%et différents n :

On constate pour n = 10 que, en dehors du centle filgure, les feuilles semblent a peu pres régmurt
aléatoirement et uniformément, les feuilles ne sent pas encore assez pour former une structure
réguliere.

Pour n = 30, on voit apparaitre une structure regl

Pour n = 70, la structure que I'on voit commenpesaembler a celle obtenue pour l'apparition diéidewa
angle constant de 137,5°.



Positions des feuils (I'apex étant centré en (C) obtenues avecn = 10.
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Positions des feuille@apex étant centré en (0)) obtenues avecn = 20.
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Positions des feuilke('apex étant centré en (0) obtenues avecn = 70.
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De plus, plus p est grand, plus on retarde I'agrdela figure réguliere, c'est a dire plus il fque n
soit grand pour qu'une figure réguliere apparaisse (p= 1, les structures regulieres apparaissen
n=15). Ceci est cohérent physiquement, estplus grand, les feuilles voient leur influence aétce plus
rapidement, il faut donc en prendre plu compte pour obtenir un résultat comparable a cditénu ave:
p plus petit.

De méme que, sigt n sont fixés, il faudra a suffisamment grandrppie les feuilles interagissent et dt
gu'il y ait appaition d'une structure réguliere (sans que a rop grand toutefois, sinon les feuilles
peuvent plus pousser).



On constatele maniére preévisible que se sont les valeurdvetdea, p et n qui détermine I'apparition
spirales. On pourrait imaginer un nombre compos&, geet N qui serait catéristique de notre modele
trouver la valeur de ce nombre pour laquelle appan@ régularité dans le feuillage des plau

Néanmoins, ce modele ne nous permet pas d'obteaifigure aussi proche de celle obtenue |
I'apparition de feuilles angle constant de 137,5° que dans la réalité faftgpc-dessous). De plus, nous
n‘observons jamais de répartition en spirale deiide, pourtant obsere dans la natur
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Hélice réguliere dans le feuillage d'une ple

7 "' Source : présentation desojets d'informatique
http://perso.ens-lyon.fr/nicolas.tatbet/info/Projets_info_2009.pc

4) Modification de I'encombrement,

Une modélisation légerement différente consistedifier la maniere dont r agit sur les potenti
Au lieu de modifier I'amplitude d¥g, r agit sur la variance des gaussiennes.

2 2
Par exemple, pour® = : Vo, (x) =e™" x*(x—0)?/a
et r évolue toujours de la méme fac

Les paramétres influent donc de la mémeiére sur la forme des figul observées (apparition de
figures régulieres pour un a et un p donnés avec raugmente). Toutefoison joue cette fois sur la
variance des gaussiennedgs potentiels deviennent donc tres pit pour les feuilles les plus ancien,
mais il existe toujours a priori un minimum el deux potentiels cbte a cote (ce qui n’était pasdiment le
cas lorsque les potentielss‘€crasaier » avec le temps)lgorithmiquement il est donc plus facile
trouver des minima (puisqu’on sait que la valeusgi m-chemin entre deux maxima slessifs est
toujours plus petite que ces max, ce qui n’était pas toujours évident lorsque lagsgiennes voyaie
leur amplitude varier)On peut donc prendre n plus grand sans risquehéag@néne de saturation
I'encombrement devient trop grand [ qu'aucune feuille ne pousget qui correspond au cas
I'algorithme de minimisation ne trouve aucun minimentre les couples succes:. Nous pouvons avec
ce nouveau modele obteneglfigures plus réguliéres trés nettement comparables a celle nue dans le
cas de feuilles apparaissant avec un angle cordgat37,5° (c figure ci-dessous

En revanche, la encore la seule figure obtenueeds qu correspond a une répartition avec un ai
constant de 137,5°. Ce modele ne permet pas aayiart d'obtenir des figures de type spirale comm
peut en voir chez d’autres plantes dans la n:

Positions des feuilke(l'apex étant centré en (0) obtenues avecp=0.1 ; n=100 ; a=0.0
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C) Croissance des plantes par minimisation de I'enatbrement représenté par
un potentiel répulsif avec ure vitesse éventuellement variabl

1) Principe de la modélisation

Par la suite nous avons élaboré un programme a@apell I'extrémité des feuilleprésente un
potentiel répulsif (dont on peut chir la forme). On raisonne en coordonngefaires. Toutes les feuille
partent avec un ray fixé qui est celui de I'apex, noy, et croissent a chaque étape d'un certain pas d'
considéré constantifesi si pour une feuille r =, a I'étape n, a I'étape n+1 on a |, + pas). Pour savoir ou
faire pousser une nouvelle feuille le programme marm la valeur de la somme des potentiels crée
toutes les feuilles préexistantes au point ou @evérai la nouvelle feuille pour un certanombre de
valeur d'anglénous lui rentrons en parametre la précision dultgsouhaitéesi nous voulons un résuli
au 10eme de degré pres, pour chaque feuille greegtonc 3600 valeurs d'an¢, échelonnées tous les
10eme de degré entre 0 et 361, correspondent a toutes les positions posssleke rayon de l'ap) et
place la nouvelle feuille la ou cette somme de paks est minimale. Ensuite il fait pousser toutes
feuilles et recommence pour laifiée suivante
Il va de soi qu'un tel programme n'est pas optimalniveau algorithmique et peut vite se mor
relativement gourmand si le nombre de feuillesaoprécision demandée est grande. Cependant, ik
de bons résultats et est simple a er ; étant donné que le nombre de feuilles n‘a que pethdne de
dépasser la centaine (au plieemillier) il sembl¢ donctout a fait raisonnable (pour les graphiques r
avons choisi de faire pouss#0 feuille: avec une précision au 10éme de deres).

Cetie modélisation correspond assez a la croissance d'une fleur de tournesol ou desnes
apparaissent au niveau du centre et migrent preigegaent vers |'extérieur de la fle

On remarque trés vite que la vitesse de croiss@res-a-dire la valeur du pas de poussée des feuilles
liée a la fréquence d’apparition des feuilles. Aegier la fréquence d’apparition revient a diminegras
(les feuilles ont eu moins de temps pour pousssegloune nouvelle feuille apparait) et récifuement
augmenter le pas revient a abaisser la fréquergpdtitior.
Les deux seuls parameétres que I'on pra en compte sont donc :

_ Le rayon de I'apexrp.

_ Le pas de croissancep.:

2) Premiére approche: variation des parametres pour ure forme de potentiel fixée.

Nous avons d’abord pris un potentiel riz pour lequel nous avons teste différentes valeyr el
de ppour la poussée de 200 feuil

On remarque que seul le rapporpue sur la forme des potentiels observés. Poarcgavancre il suffit
de tracer différentes figures ou les valeurs d&sont différentes mais conservent un rapport constar
observe alors exactement les mémes figures a teufattagrandissement pr
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Ci-dessus la figure obtenue pour un rapporil



Elle présente au centre une spiralebranches et une structure étoilée réguliavec un angle de 10° en
chaque branche) au-dela.
Elle correspond a une figeiobtenue pour un angle constant ordre 110°.

Lorsque le rapport p/dépasse 5 on observe une figure qui tend vers @edlervée pour un ang
constant de 180°. Physiquement, si le pas estgnasd devant le rayon de l'apex, lorsqu’une fel
chercher a pousser, elle ne ressent a présence de la feuille qui la précede immédiatérfhes autre:
sont déja trop éloignées et leur contribution égligeable), ainsi elle va se mettre a la positipposée d
celle<i, soit avec un angle de 180°, et ainsi de swte fes feuilles svantes.

Ci-dessous, les figures observ@esir un rapport de (gauche) et de 5 (droite) :
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Pour des valeurs comprises entre 1 et 5 on obs@eé¢ransition progressive entre les deux figlimite
(par exemple pour un rapport de 4 on observe gure avec une spirale a deuranches seulement,
proche decelle observée pour un angle constant de I'ordre788)

Inversement, lorsque le rapport devient plus i 1 on passe par des intermédii ou le
nombre de branches des spirales augr jusqu’a atteindre une répartition qu-uniforme des feuilles.
Physiquemerti le rayon de I'apex est tres grand devant ledpagoissance des plantes on se retrouve
un modéle du type de celui détaillé dans le B),fanéle qui a poussé n’est géne que dans son voisinage
immeédiat.

Ci-dessous les figures obtenues pour un rapport d@avtehe) et de 1/100 (droi :
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Remarque pour s’assurer que le comportement observé eatiftnde ply n’était pas uniquement
spécifigue du potentiel choisi ns avons testé la variation des parameétres pourrdsdormes d

potentiels.

Autre remarque On obtient assez facilement des structures &g cela pe-étre facilité par la
discrétisation des positions possibles, pour siassile la forme génér: de la figure on peut faire ur

modélisation avec une plus grande précision (atiezar ou au millieme de degré prés par exen



3) Seconde approche variation de la forme du potentiel

Par la suite nous avons fixé le rapporpa 1 et nous avonétudié I'influence de la forme ¢
potentiel choisi.

. o1 .. 1
Nous avons testé des potentlels;gnou a € [1;10] ainsi gu’en et en— .

In (1471)
Pour la quasietalité des potentiels on trouve une figure gonlske correspondre a une figure a

un angle constant entre les feuilles.

En particulier poure = 1,2,3,9 ou 10 et les deux potentiels logarithmiques et exponkntie observ

une figure avec une spirale ceffigra 5 branche dont seul le nombre de branchegggi@u non) e-dela du

centre varie on en trouve 18 poLa = 2,3,9 ou 10 et le potentiel exponentiel, et 23 pca =1 et le

potentiel logarithmique.

En revanche pour les valeuss= 4,5,6,7 ou 8 on observe une figure plus proche d'une répart

uniforme, donc plus proche de la fie observée avec un angle constant de 137,5°,Hopti semblant s

trouver quelque part entre 5 et 6.

Ci-dessous les figures poar= 5 et le potentiel logarithmiqt :
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Ceci nous rapproche de I'idée selon laguelle paurapport pip donné il existe ur forme de
potentiel « optimale pour laquelle la répartition des feuilles sermkilleure
Par ailleurs cela nous permet d’obtenir facilensgg structures spirales avec des potentiels singp
relativement variés (il y a donc de fortes chanpesr que le potentiel qui modélise effectivemen
répulsion des feuilles entre elles donne lui aussifigure de type spiral:

4) Introduction d’'une vitesse variable

Enfin nous avons introduit un dernier paraméetrel@mant aux plantes une vitessecroissance
variable dans le temps. Cela revient a considéuerlg pas n’est pas constant. Nous avons donc
différentes dépendances du pas en fonction du téctest-adire en fonction de n ot est le numéro de la
feuille que I'on cherche a placer).

Par exemple si I'on choisit une vitesse logarithueigpour une feuille qui se trouve en |, a I'étape n, elle
se trouvera en = r,+ p*In(1+n)lorsqu’or aura placeé la feuille n+1.

Comme le rayon de I'apex reste lui constant, I@oaip/ip, vase trouver modifié au cours du tem
On s’attend donc a avoir des figures transitoirggedes cas limites observés pour leférentes valeurs de
ce rapport (a condition bien sOr de se placer daeszone ou le rapport n’est pas soit toujours giand
gue 5, soit toujours plus petit que 1/.

Nous avons tracé différentes figures pour un pakan 1/r2, pour 100 feuilles avec p=1¢=1.



Ci-dessous les courbes obtenues pour une vitesseathoggue et pour une vitesse linéi (f+1= 1y +
p*n/50) :

400 T T T T T 100

200 |~ 5 L o . 50~ d ’ . . -

200 . 7 . . .50+ . e T X -

400 ‘ 1 . \ ‘ \ ‘ 100 ‘ 8 _©° ‘
~400 -200 0 200 200 -100 0 100

Ceci doit nous permettre d’obtenir des figures ggiivent correspondre a des figures obsel
dans la nature, avec des transitions entre deumesgde type spirale (cf. figure en dessous). Caguet
nous n'avons pris en compte qu’une vitequi croit pour toutes les feuilles en fonction eonps, on aura
€galement pu envisager une vitesse qui augmentechague feuille en fonction de son ¢

200

100 — o -

-100 |- . o E -

200 . \ s \ s \ .
-200 -100 0 100 200

En conclusion ce modéle permet d’établir 'impodadu paramétre o pour I'établissemerd’une
figure de type spirale ou répartition uniforme démsroissance des plant Il permettrait également ¢
tester différentes formes de potentiels pour upaedixé afin de déterminer lequel correspond guieest
observé expérimentalement, etegtuellement de tester I'influence de la vitessecagssance sur le
figures observées.

Conclusion:

Nous avons testé différents modeles de minimisatehencombrement créé par des feuilles.
en considérant que les feuilles avaient une ocion de I'espace de type gaussien, soit en consitl
gu’elles se comportaient comme des charges éléatiqpges avc un potentiel répssif choisi. Nous avons
comparé es résultats a ceux obtenus lors d’'une croissaraedes angles constants entre euilles, en
particulier avec un angle de 137,5° dont on sdit gst présent dans la nature et qu’il donne uoene
répartition des feuilles. Le premier nous a pemeisetrouver des figures du type de celle obtemae an
angle de 137,5° en jouantrda vitesse de croissance de la tige principabenfore de feuilles qui peuve
géner I'apparition d’'une nouvelle), la largeur ddduille et I'évolution de 'encombrement di a dieeille
au cours du temps (avec la poussée de la tigeget@end nous permis d’évaluer l'influence de la large
de l'apex et du pas de croissance des feuillgseriinet également de retrouver un angle de 137\
certaines conditions (dépendant soit des paramétisde la forme du potentiel choisi) ainsi «
différentes figures spirales qui dépendent des mémes paes Une étude plus poussée prenan
compte une vitesse variable de croissance deseglantait pu étre réalisée, elle n’a été qu'ébaudadés
cette présentation.
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